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抄録

本稿は、コラッツ問題に関する Riho Terras[1], Eric Roosendaal [2,3],および David C. Kay [6] の研究成果を
基盤にして、「N > 1のすべての正の整数は有限のストッピングタイムをもつ」という命題に取り組み、パリティ
ベクトルを利用して命題の証明に役立つ知見を獲得するための調査・研究である。まず、有限の長さのパリティベ
クトルを Terrasの収束条件に基づき３分類し、独自の方法により「パリティべクトルの長さ」別と「パリティべク
トル中の１の個数」別の両方のパリティベクトルの生成とそれらの個数計算を行い、そしてその結果の考察を行う。
また、パリティベクトルの振る舞い、収束状況が視覚的に把握できるツールとして開発したパリティベクトル俯瞰
図を提案し、すべての整数を分類する剰余類に対応するパリティベクトル集合や特徴あるパリティベクトルの収束
状況を実測データに基づいて分析する。その結果、コラッツ予想が肯定的に成立する裏付けとなる仮説をまとめて
列挙する。
本文中に表示されている個々の図表は、ハイパーリンクをクリックすることにより閲覧できるとともに Appendix

１にまとめて掲載した。また、上記のパリティベクトル俯瞰図やデータ分析のコンピュータ実演などのデモンスト
レーションは、該当するハイパーリンクをクリックすることにより確認できる。その実演プログラムのソーステキ
ストは、Appendix２に掲載のリストからダウンロードすることができる。

Abstract

This paper is based on the research of Riho Terras, Eric Roosendaal, and David C. Kay on the Collatz

problem. It addresses the proposition that ”every positive integer N > 1 has a finite stopping time” and

uses Parity Vectors (PVs) to provide insight that will be useful in proving this proposition. First, we

classify finite-length PVs into three categories based on Terras’s convergence condition. Then, we

generate and count PVs using our own method based on ”the length of PV” and ”the number of 1s in

PV.” Finally, we consider the results. We also propose a bird’s-eye view of parity vectors as a tool to

visually understand their behavior and convergence status. We analyze the set of parity vectors

corresponding to the cosets that classify all integers, as well as the convergence status of characteristic

parity vectors, based on actual measurement data. As a result, we list hypotheses that support the

validity of the affirmative Collatz conjecture. The figures and tables in the main text can be viewed by

clicking the corresponding hyperlinks and are summarized in Appendix 1. Additionally, demonstrations

such as the parity vector bird’s-eye view and the computerized data analysis can be accessed via the

corresponding hyperlinks. The source text of the demonstration programs can be downloaded from the

list in Appendix 2.

Keywords— コラッツ予想 (Collatz Conjecture), ストッピングタイム (Stopping Time), トータルストッ
ピングタイム (Total Stopping Time), グライド (Glide), グライドレコード (Glide Record), パリティベクトル
(Parity Vector), ジェネレータ (generator), v 収束 (v Convergence time), 収束条件式 (Convergence

Condition Formula) ,ディオファントス方程式 (Diophantine equation), PV俯瞰図 (Bird’s-eye view of the

parity vector)

1 はじめに
この章では、議論の前提知識として、過去の関連する研究論文を引用して用語の定義や記法および補題を記載する。
そして、その知見に加えて第 2章以降で我々の研究成果を詳しく説明する。
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1.1 コラッツ予想
コラッツ予想 (Collatz Conjecture)とは、「任意の正の整数 Nを考え、Nが奇数ならば 3倍して１を足し、Nが
偶数ならば 2で割る」という操作を繰り返して行うと１に到着するという予想である。ただし、Nが奇数のときは
3倍して１を足すと必ず偶数になるのでさらに２で割るとしても予想の意味は変わらない。
任意の正の整数 Nに対して、Siの数列を次のように定義する。

S0 = N とし、すべての iに対して

Si+1 =


Si/2 : Si が偶数の時

(3 · Si + 1)/2 : Si が奇数の時
(1-1)

この Si の数列, S(N) = (S0, S1, S2, · · · , Si−1, Si, · · · ) を Nのコラッツ数列と呼ぶ。

1.2 ストッピングタイム および トータルストッピングタイム
任意の正の整数 N (=S0)のコラッツ数列に関して、Sk ＜ S0 となる最小の整数 kが存在するとき、ｋを Nのス
トッピングタイム (Stopping Time:停止回数) またはグライド (Glide) といい、そして Sq = 1 となる qが存在す
るとき、qを Nのトータルストッピングタイム (Total Stopping Time:総停止回数) またはディレイ (Delay) と
いう。
Nのストッピングタイムを記号で σ(N), Nのトータルストッピングタイムを σ∞(N)で表すことがある。
一般に、すべての正の整数 Nは、 2km+ r(0 ≤ m, 0 ≤ r < 2k)の形で表すことができる。
これは、整数Ｎは２k を法とし剰余をｒとする２k 個の剰余類に分類することを意味する。以降、説明の便宜上、
2k を法とし剰余をｒとする剰余類を Nr = {2km+ r}と記述する。

(剰余類のストッピングタイム)

ここで、k=５としたとき、すべての整数は、 25 を法とする 32個の剰余類 Nr = {25m+ r}(0 ≤ r < 25)に分類
できる。32個の Nrに対してストッピングタイムを調べると、Table１-１のようになる。

Table 1-1 剰余類 Nr = {25m+ r}要素のストッピングタイム or (Appendix 1)

たとえば、r=11の場合は、
S0 = 25m+ 11, S1 = 3 · 24m+ 17, S2 = 32 · 23m+ 26, S3 = 32 · 22m+ 13, S4 = 33 · 2m+ 20, S5 = 33m+ 10

となり、S0 > S5 であるから σ(25m+ 11) = 5 となる。

すなわち、r=7,15,27,31以外の Nrに属するすべての整数のストッピングタイムはすべて 5以下の値となり、
r=7,15,27,31については、ストッピングタイムが存在するならば 6以上の有限な値となる。

【補題 1】 ストッピングタイムの最大値はない。
（証明）なぜならば、最大値が存在したとしてそれをｋとする。S0 = 2k − 1という整数を考えると、
S1 = 3 · 2k−1 − 1, S2 = 32 · 2k−2 − 1, · · · , Sk = 3k − 1となり、S0 < Si(1 ≤ i ≤ k)であるからストッピングタ
イムはｋより大きい値にならなければならない。これは、最大値がｋとしたことに矛盾する。□（証明終記号）

【補題２】 指定したストッピングタイムをもつ整数を求めることができる。なお、存在しないストッピングタイム
もある。
（証明） 指定したストッピングタイムを持つ整数を 1つ求める場合は、後述するパリティベクトル俯瞰図を参照し
て、例えば未収束領域の上限と下限のパリティベクトルを利用して求めることができる（[データ分析３,４]参照）。
該当する複数個の整数を求めるには、文献 [4]の定理１に示されている方法によって可能である。□

【補題３】このストッピングタイム を用いた命題「N>1なるすべての整数 Nは有限のストッピングタイム を持
つ」ことが成立すれば、コラッツ予想「すべての正の整数は１に到達する（トータルストッピングタイムをもつ）」
も成立することが下記のように示される。
（証明） 整数Ｎの帰納法により説明する
まず、２のコラッツ数列は {2, 1}となり１に到達する。3は {3, 5, 8, 4, 2, 1},　 4は {4, 2, 1}, 5は
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{5, 8, 4, 2, 1},· · · .となり、ある実測できる整数まではすべてストッピングタイムを持ち、かつ１に到達する（トー
タルストッピングタイムをもつ）ことがわかる、つまり命題は真である。
次に、N以下のすべての整数がストッピングタイム を持ち、1に到達すると仮定する。N+1を考えると、命題の
前提条件により N+1はあるストッピングタイム ｋ を持つ。ということは、N+1のコラッツ数列の (k+1)番目の
整数は、N+1より小さい（N以下の）整数である。そうすると帰納法の仮定より、N以下のすべての整数は 1に
到達する（トータルストッピングタイムをもつ）ので、N+1は 1に到達する（トータルストッピングタイムをも
つ）ことになる。したがって、命題は成り立つ。□

なお、Riho Terras（文献 [1]）は、「N>1のほとんどすべての整数 Nは、有限のストッピングタイム をもつ」こ
とを証明した（文献 [2]Terrasの定理参照）。
[デモンストレーション１] 整数 Nのコラッツ数列とストッピングタイム Program 1をクリックして確認でき
る。このプログラムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウンロードできる。

1.3 パリティベクトルとその収束性
任意の正の整数 Nのコラッツ数列に対応する Nのパリティベクトル (Parity Vector) v(N)を vi(N) = Si−1

mod 2 (1 ≤ i)と定義する。ｋ個の要素の場合は v(N)=(v1, v2, v3, · · · , vk) あるいは v(N)=v1v2v3 · · · vk と記述
する。
このとき、要素数ｋはこのパリティベクトル v(N)の長さという。そして、このパリティベクトル v(N)を生成し
た整数 N(=S0)のことをジェネレータ (Generator:生成元数)、Sk−1 を v(N)のプレリザルタント
(Pre-resultant:結果前数)、Sk を v(N)のリザルタント (Resultant:結果数（文献 [6]）。
（例） N=17 の場合は、最初の 6個の要素は S0 = 17, S1 = 26, S2 = 13, S3 = 20, S4 = 10, S5 = 5であるから
v1 = 1, v2 = 0, v3 = 1, v4 = 0, v5 = 0, v6 = 1と表せるので v(17) =( 1,0,1,0,0,1) または v(17)＝ 101001 と書
く。17はこのパリティベクトル V(17)のジェネレータ、5はプレリザルタント、つぎの S6 = 8はリザルタントで
ある。
パリティベクトルは、Nに対する (1-1)式のコラッツ操作の反復動作を完全に記述している。下記に、パリティベ
クトルに関するいくつかの補題を紹介する（文献 [2] [6] ）。

【補題４】 Nを 2km+ r(0 ≤ r < 2k)の形の正の整数とするとパリティベクトルの最初の k個の要素は、ｒにの
み依存する。
（ 証明は、文献 [2]補題 1参照）

【補題５】 wi(1 ≤ i ≤ k) が長さ k のパリティベクトル (w1, w2, · · · , wk)であるとすると、
vi(N) = wi(1 ≤ i ≤ k)となる整数 N が存在する。
（証明は、文献 [2] 補題 2参照）

【補題６】 S0= N を正の整数とし、vi をそのパリティベクトルとする。d(a, b) =
∑

i vi(a ≤ i ≤ b)と記載する
ことにする。特に、 d(k)を d(1, k)の省略形とする。すなわち、d(k) は長さｋのパリティベクトル中の”１”の個
数である。そうすると、Sk ≈ Tk = S0 · 3d(k)2−k、対数形式で表示すると
log(Sk) ≈ log(Tk) = log(S0) + d(k) · log(3)− k · log(2))となり、十分に大きな Sk に対して、
lim(Sk − Tk)/Sk = 0　となる。
（ 証明は、文献 [2] 補題 4参照）

（例）N=S0 = 250 − 1=1125899906842623 とすると S50 = 350 − 1= 717897987691852588770248 および
T50 = S0 · 350 · 2−50 ≈ 717897987691851951148749 となる。この 2つの差は、10−15 · S50より小さくなり、S50

と T50は近似している。

補題６は、v(N)から Sk を推定することができるので、v(N)を使って Nの収束性 (Convergence)を考えること
ができる。Nの Convergenceとは、Nが有限のストッピングタイム をもつか否かの状態を意味するものとする。
いま、vi(1 ≤ i ≤ k)を長さ k のパリティベクトルとし、任意の 1 ≤ j ≤ k に対して c(j)を
c(j) = d(j) · log(3)− j · log(2)( d(j)は補題６で定義した式）と設定する。
この時、1 ≤ j ≤ k のあるｊに対して c(j) < 0(すなわち、Tj < S0)ならば、v収束 (v Convergent) と呼び、c(j)

< 0となる最小の値 j を vの収束回数 (Convergence time)、あるいは一般的にはそのようなパリティベクトルを
持つ任意の N の収束回数と呼ぶ。
もし、そのようなｊの値が存在しないならば v発散 (v Divergent) または v未収束 (v Un convergent) とよぶ。
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ここで、c(j) = d(j) · log(3)− j · log(2) < 0 すなわち不等式

j > d(j) · log(3)/log(2) (1− 2)

を収束条件式 (Convergence Condition Formula) とよぶ。
以上のことより、長さが k のパリティベクトル vj(1 ≤ j ≤ k)の収束性はつぎの３つに分類できる。
1○ k > min{∃j | j > d(j) · log(3)/ log(2)} のとき：既収束 (Already converged) 、収束回数 (convergence

time=j) (j <k)

2○ k = min{∃j | j > d(j) · log(3)/ log(2)}のとき：確定収束 (Just converged)、 収束回数 (convergence

time= k)

3○ すべてのｊに対して j < d(j) · log(3)/ log(2) のとき： 未収束 (Un converged)

【記法説明】以降、文章の短縮化のため本文中の単語を下記のように簡略化することがある。
(1) パリティベクトル→ PV

(2) 既収束 PV → A-PV、 確定収束 PV → J-PV、 未収束 PV → U-PV

(1-2)式より、PVの長さを kとしたときの d(j)と v収束回数 jの関係は Table 1-2のようになる。
ただし、j は j ≤ k の値で収束条件式を満たす最小値とする。この表における収束回数の値は、文献 [1]の Table

3の「Values of the stopping time τ」と合致する。

Table 1-2 PVの長さ k、１の個数 d(j)および v収束回数の間の関係 or (Appendix 1)

ここで、整数 Nのストッピングタイム (グライド)と、v(N)の収束回数 (convergence time)の値は、Riho

Terras[1]および Eric Roosendaal[2]の考察により同一視できるものと理解し、以降、ストッピングタイム、グラ
イド, 収束回数を同じものとして使用することがある。

【補題７】 nは１の数がｒ個の長さｋのパリティベクトル Vの最小のジェネレータと仮定する。このとき長さ
k+1のパリティベクトル V ⊕ x (x は 0 か 1)のジェネレータ n’を求める。ただし、V ⊕ xは、パリティベクト
ル Vの後ろに x（0か 1）を付け加える意味とする。
もし、Vのリザルタントと xとを比較して
一致する、すなわち、Sk(mod 2) = x ならば n′ = n

一致しない、すなわち、Sk (mod 2) ̸= x ならば n′ = n+ 2k

となる。
さらに、m が Vのリザルタント）とすると、m′ = m+ 3r は、V ⊕ xのプレリザルタントとなる。（2.2節で参照
する。証明は、文献 [6] 定理 A参照）

1.4 ディオファントス方程式 (Diophantine Equation)

所与のパリティベクトルのジェネレータの存在についてはつぎの補題８からわかる。
【補題８】長さ kのパリティベクトルは、2k より小さいか等しい正の整数により一意に生成される。そして、長さ
kの複数のパリティベクトルは、それらの最小のジェネレータと一対一に対応する。
（補題８の証明は、文献 [6]定理 B参照）
（パリティベクトルのジェネレータを求める）

ある整数 n > 1の長さｋのパリティベクトルを v(n) = (v1, v2, v3, · · · , vk)とし v(n)の要素 vi の１の個数をｄ、
ｎに対する v(n)の操作後のリザルタントをｍとすると次式が成立する。
（文献 [5]の定理４，文献 [6]の 3節と 4節参照）

m = (3d/2k)n+R (1− 3)

ただし、Rはパリティベクトル v(n)の固有の値とみなし、次式で計算する。([6])

R =
k∑

i=1

vi2
i−13δ(i)/2k ここで δ(i) = d−

i∑
j=1

vj

(1-3)式を整理し、 q = 2kR と置くと
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2km− 3dn = q (1− 4)

となる。　 (1-4)式は、ｍとｎを変数とし、係数の 2k と 3d は互いに素であるから一次のディオファントス方程式
（Diophantine equation）となり、無限個の (m , n)解が存在する。この無限個の解のｎは v(n)のジェネレータで
あり、補題８より 1 ≤ n ≤ 2k に対応する値 n0 は長さがｋのパリティベクトルの最小のジェネレータであり一意
に決まる。n0 に伴いリザルタントの解m0 も一意に求まる。m , nの一般解は、n = n0 + 2kt,m = m0 + 3dtで
表される。tは、媒介変数で 0以上の整数である。

【補題９】長さｋの未収束のパリティベクトルの１の数がｄ個のとき、この PVのジェネレータ nと リザルタン
ト mは、(1-4)式のディオファントス方程式を解いて求めることができる。
(証明)　上記の説明のとおりである。□
以下にいくつか例をあげる。
（例）
(1) 1111000

q = 20 × 33 + 21 × 32 + 22 × 31 + 23 × 30 = 65

方程式 27m− 34n = 65. 解は n=15, m=10

一般解 n = 15 + 27t,m = 10 + 34t

(2) 1110100

q = 20 × 33 + 2× 32 + 22 × 31 + 24 × 30 = 73

方程式 27m− 34n = 73. 解は n=7 , m=5

一般解 n = 7 + 27t,m = 5 + 34t

(3) 110111001

q = 20 × 35 + 21 × 34 + 23 × 33 + 24 × 32 + 25 × 31 + 28 × 30 = 1117

方程式 29m− 36n = 1117. 解は n= 219 , m=314

一般解 n = 219 + 29t,m = 314 + 36t

補題 7～補題 9により、長さが kの任意の PVのジェネレータを求める方法は、補題 7を利用して、PVの先頭の
1桁目から逐次計算し求めていく方法と、補題 9のディオファントス方程式を解いて求める方法がある。

1.5 パリティベクトルの分類 (J-conv., A-conv., U-conv.)

PVの先頭の数字が 0の場合は、その PVに対応するジェネレータ は偶数であるのでストッピングタイムは１、し
たがって v収束回数は１である。以下、先頭の数字が１の PVについて調べる。
前述の (1-2)式の PVの収束条件式をもとにして、長さ１から６までの PVの収束状況を調べると Table 1-3のよ
うになる。
収束条件式の log3/log2 は 1.58 として計算している。
Table 1-3の「太字の数字」は、収束条件式を充足しているもので、「収束状況 (convergence status)」は、1.3節
で説明した PVの収束性の分類に基づいている。なお、「収束状況」の Justは確定収束 PV、Alreadyは 既収束
PV、空白は 未収束 PVを意味する。

Table 1-3 収束条件式によるパリティベクトルの収束状況調査例 or (Appendix 1)

Table 1-4 「長さ」別の確定収束 (J-converged)PVと未収束 (Un converged)PV例 or (Appendix 1)

2 パリティベクトルの生成と個数計算
すべてのパリティベクトルを形式的に分類すると、（１）１から無限大までの長さ別に分類する、（２）パリティベ
クトルに含まれる１の個数別に分類する、ことができる。以降、（１）、（２）ごとに J-PVと U-PV の生成方法と
個数計算について説明する。
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2.1 長さ別パリティベクトルの生成と個数計算
Table 1-3と Table 1-4でパリティベクトルの「長さ」別の J-PVと U-PVを調べた手続きに基づき、長さｋの
PVから長さｋ +1の PVの生成する方法とそれらの個数計算の方法がわかる。

2.1.1 長さ別確定収束 PVと未収束 PVの生成方法
長さが kの J-PVや A-PVに０または１を加えると、k+1の長さの A-PVになることは明らかである。したがっ
て、k+1の長さの J-PVまたは U-PVを生成するには、長さが kの U-PVに０または１を付け加えればよいこと
がわかる。
【アルゴリズム１】 長さが kの未収束 PVから長さが k+1個の未収束 PVと確定収束 PVを生成するアルゴリ
ズム
（説明）
長さｋの PV中の 1の個数を d(k)とする U-PVをＶとする。Vに x(1または 0）を付け加えることを V ⊕ xと
書くことにする。長さが k、１の個数が d(k)の U-PVから、長さがｋ +1個の U-PVと J-PVを求めるアルゴリ
ズムは次のとおりである。長さが kの U-PVが複数個存在するときは、それぞれについて実施する。
手続き 1: V ⊕ 1は、長さ k+1の U-PVである。
手続き 2: V ⊕ 0は、PVの収束条件式 (1-2)が成立するか否かによって下記の２通りに分かれる。

(k + 1) > d(k + 1) · log(3)/ log(2) ならば　長さ k+1の J-PVとなり
　それ以外は　長さ k+1のＵ-PVとなる。

（例）
log(3)/ log(2) は 1.58として計算する。(1)長さが 5の U-PVの１つを V=11011とすると
手続き１：V⊕1=110111 は長さが６の U-PV

手続き２：V⊕0=110110 は 6 > 4× 1.58ではないので、長さが６の U-PVである
したがって,長さ５の U-PV（11011）から長さ６の２つの U-PV（110111,11011０）が生成される。

(2)長さが 6の U-PVの１つを V=110110とすると
手続き１： V⊕1=1101101 は長さが 7の U-PVとなり
手続き２： V⊕0=1101100 は　 7 > 4× 1.58　であるから、長さが 7の J-PVである
したがって,長さ 6の U-PV（110110）から長さ 7の 1つの U-PV （1101101）と 1つの J-PV（1101100）

が生成される。

なお、生成した未収束 PVと確定収束 PVのジェネレータは、1.4節で説明したように PVの先頭の 1桁目から逐
次計算して求めていく方法と、ディオファントス方程式を解いて求める方法がある。

上記のアルゴリズム 1から、Table 2-1の U-PVリスト、Table 2-2の J-PVリストが生成されることがわかる。

Table 2-1 「長さ」別の未収束 PVリスト（一部抜粋） or (Appendix 1)

Table 2-2 「長さ」別の確定収束 PVリスト（一部抜粋） or (Appendix 1)

2.1.2 「長さ」別の J-converged PVと未収束 PVの個数計算
PVの長さごとの J-PVと U-PVの個数計算は、2.1.1で説明したアルゴリズム 1の中でカウントすることができ
るが、ここでは、個数計算用の漸化式を立式して計算することにする

（１）長さ別U-PVの個数計算
先頭が０の PVは J-PVあるいは A-PVであるので、先頭が１の PVを対象とする。長さｋの PVが U-PVとな
る条件は、 (1-2)式の収束条件式の不等号の向きを変えた式で与えられるので、ｋ、dに関するつぎの関数 ϵ(k, d)

を定義する。

ϵ(k, d) =

{
1 : k < d · log(3)/ log(2)のとき
0 : その他のとき
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長さｋ,１の数が dの U-PVの個数を W(k,d) とする。このとき、 1○ 長さがｋの U-PVに１を加えた場合の長さ
ｋ +1、d+1の U-PVの個数W(k+1 ,d+1)と、 2○ 0を加えた場合の長さｋ +1、dの U-PVの個数W(k+1,d)

はそれぞれ次の式で表される。

1○ W (k + 1, d+ 1) = ϵ(k + 1, d+ 1) ·W (k, d)

2○ W (k + 1, d) = ϵ(k + 1, d) ·W (k, d)

上記の 2式から、長さが k+1の U-PV.の個数W(k+1,d)は、長さが kの U-PV.の個数W(k,d)を用いて次の
(2-1)式の漸化式で求めることができる。

W (k + 1, d) = ϵ(k + 1, d){W (k, d) +W (k, d− 1)}, (2− 1)

ここで、初期値は、W(1,0)=0, W(1,1)=1, および W(k,d)=0 (d>k).

以上より、長さが k+1の U-PVの個数W(k+1)は、(2-1)式の総和で求められる。

W (k + 1) =
b∑

d=a

W (k + 1, d), (2− 2)

ただし、a=⌈(k + 1) · log(2)/log(3)⌉ (⌈y⌉ は天井関数で bは b=k+1　である。

(2) 長さ別 J-PVの個数計算
長さがｋ、1の個数がｄの J-PVの個数をＸ (k,d)とする。長さが k+1の J-PVは、長さが kの U-PVに０を１
つ付け加えて (1-2)式の収束条件を充足するか否かを調べればわかる。そこで、長さが kの U-PV中の 1の数を d

とし、k、dに関する関数 µ(k, d)を, つぎのように定義する。

µ(k, d) =

{
1 : k > d · log(3)/ log(2)のとき
0 : その他のとき

そうすると、 X(k+1, d)の個数は、U-PVの個数W(k,d)を利用して計算でき、長さ k+1の J-PVは長さ kの
U-PVに０を加えて収束の可否を調べればよいので、下記の (2-3)式が成り立つ。

X(k + 1, d) = µ(k + 1, d) ·W (k, d)(k ≥ 1), (2− 3)

ただし、初期値は、X(1,0) = 1 および X(1,1) = 0とする。

以上より、長さが k+1の J-PVの個数 X(k+1)は、(2-3)の結果の総和となり、

X(k + 1) =
b∑

d=a

X(k + 1, d), (2− 4)

ただし、a=0 および b= ⌊(k + 1) · log(2)/log(3)⌋ (⌊y⌋ は床関数である)。

以上のことから、次の定理が成り立つ。

【定理１】 長さが kの未収束のW(k)個のパリティベクトルから生成される、長さが k+1の未収束のパリティベ
クトルの個数 W(k+1)は (2-1)式と (2-2)式により、さらに確定収束 pvの個数 X(k+1)は、(2-3)式と (2-4)式
により求めることができる。
（証明） 上記の説明どおりである。□

定理１により、長さ別の J-PV、A-PV、U-PVの個数を計算すると Table 2-3のようになる。

Table 2-3 「長さ」別の確定収束 PV,既収束 PV,未収束 PVの個数集計表 or (Appendix 1)

項目説明: (A) PVの総数 (2k) (B) 確定収束 PVの個数 (C) 既収束 PVの個数 (D) 未収束 PVの個数 (E) 未収
束 PVの比率 D/A

Table 2-3に、同じ長さの PVの総数と U-PVの個数の比率である「E：未収束比率」を掲載した。長さが増えて
いくにつれて、未収束比率は限りなく０に近づいていることがわかる。Table 2-3の「E：未収束比率」の数値は、
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Eric Roosendaalの論文 [ 3 ] に掲載の |Wk|/|Vk| （発散比率）の数値と合致しており、Riho Terrasの論文 [ 1 ]

の Table A. Values of the distribution function F(k) の補正値と一致することが確認できた。

長さ別の個数計算のコンピュータ出力結果は、下記に示す閲覧用リンクをクリックして確認できる。
[長さ別集計データ] [1 ～ 100] [1 ～ 1000] [9000 ～ 10000] (Appendix 2)

2.2 「１の個数」別の確定収束 PV、未収束 PV生成と個数計算
次に、パリティベクトル中に含まれる「１の個数」が同じ個数のグループ別（以降、「１の個数」別と略称する）の
J-PV、U-PVの生成と個数計算の方法を考える。

2.2.1 「１の個数」別の確定収束 PVと未収束 PVの生成方法
まず、１の個数別の U-PVを Table 1-3で調べると、d=1の U-PVは、V=1だけであり、d=2の U-PVは、11

と 110の 2個、d=3の U-PVは、111、1110、1101の 3個、d=4の U-PVは、1111 、11110、 111100、
11101、111010、11011、110110の 7個である。
同様に、Table 1-3より、１の個数別の J-PVを調べると、d=1の J-PVは、V=10の 1つ、d=2の J-PVは、
1100の 1つ、d=3の J-PVは、長さ 5の 11100、11010の２つである。d=4の J-PVは、1111000、1110100、
1101100の 3つである。d=5以降も U-PVと J-PVは、(1-2)式の収束条件式をもとにして J-conv. および
U-conv. を判別しながら生成することができる。その生成アルゴリズムはつぎのように考えることができる。

【アルゴリズム２】 １の個数がｄ個の未収束 PVから１の個数が d+1個の未収束 PVと J-converged PVを生成
するアルゴリズム
（説明）長さが k、１の個数が dの U-PVを Vとする。Vに x(1または 0）を付け加えることを V⊕xと書くこと
にする。ここで、A→ Bは、Aの数値（あるいは数列）を Bに置き換えるという意味に使用する。
長さが k、１の個数が dの U-PVから、d+1個の U-PVと J-PVを求めるアルゴリズム２は次のとおりである。
１の個数が dの U-PVに 0を 1個加えた V ⊕ 0 が U-PVだとすると、V ⊕ 0 は１の個数が dの U-PVであるの
で対象外である。したがって、d+1個の U-PVを生成するのは、V⊕1の PVに 0を追加していくようにすれば
よい。
U-PVが複数個存在するときは、それぞれについて実施する。
手続き１： Vに１を付け加えた１の個数が d+1個の V⊕1は、長さ k+1の U-PVである

V⊕1→ V、d+1→ d、k+1→ kに置き換える。

手続き２： さらに手続き１または手続き３後の Vに 0を 1つ加えた PVを長さが k+1の V⊕0とする。
V⊕0→ V、 k+1→ kに置き換える。

手続き３： 手続き２で作成した PVの収束状況を調べ、
k > d · log(3)/log(2)を満足したときは、PVは、J-PVである。手続き終了。
そうでなければ、PVは、U-PVである。手続き２を繰り返す。

（実施例）
k=5, d=4の U-PVを V=11011とする。上記のアルゴリズム 2に従ってその過程を記述すると、

手続き１：V=11011に 1を加える。V⊕1=110111は長さ k=6, d=5 の U-PVである。
V=110111とする

手続き２：Vに 0を加えた V⊕0=1101110を Vとし、k=7とする。
1の個数は変わらず 5である。

手続き３：V=1101110 は、7< 5× 1.58 であるから　 k=7、d=5の U-PVである
手続き２：V=1101110に 0を加え、V⊕0=11011100を V、k=8とする。

1の個数は変わらず 5である。
手続き３：V=11011100 は、8> 5 × 1.58 であるから　 k=8、d=5の J-PVである。終了。

この結果 k=5, d=4の U-PV 11011から、K=6の 110111、k=7の 1101110の 2つの U-PVと k=8の
11011100の J-PVが 1つ生成できる。それらの１の個数は、d=5である。なお、生成した未収束 PVと
J-converged PVのジェネレータは、1.3節で説明したように PVの先頭の 1桁目から逐次計算し求めていく方法
と、1.4節のディオファントス方程式を解いて求める方法がある。

上記のアルゴリズム２を実行することにより、下記の Table 2-4の U-PVリストと Table 2-5の J-PVリストが
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作成できる。

Table 2-4 「１の個数」別の未収束 PVリスト or (Appendix 1)

Table 2-5 「１の個数」別の確定収束 PVリスト or (Appendix 1)

2.2.2 「１の個数」別 J-converged PVと未収束 PVの個数計算
「１の個数」別の J-PVと U-PVの個数計算は、2.2.1で説明したアルゴリズム 2の中でカウントすることができ
るが、ここでは、個数計算用の漸化式を立式して計算することにする。

(1) 「１の個数」別U-PVの個数計算まず、先頭が０の PVは J-PVまたは A-PV であるので、先頭が１の PV

を対象とする。
いま、１の数が d、０の数が uの U-PVの個数を W(d, u) とする。PVが U-PVであるか否かを判断するため
に、d、uに関するつぎの関数 ϵ(d, u)を定義する。

ϵ(d, u) =

{
1 : (d+ u) < d · log(3)/ log(2)のとき
0 : その他のとき

この条件を使って、W(d, u)の個数がわかっているとき、W(d+1, u)の個数を求める。
1の数が d個、０の数が u個の U-PVから 1の数が d+1個の U-PVは、その U-PVに１を付け加えることに
よって得られる。したがって、その個数W(d+1,u)は

1○ W (d+ 1, u) = ϵ(d+ 1, u) ·W (d, u)

さらに、W(d+1,u)の U-PVに０を複数個付け加えることによって生成される PVが U-PVになる個数は 2○.

2○ W (d+ 1, u+ 1) = ϵ(d+ 1, u+ 1) ·W (d+ 1, u)

上記の 1○, 2○式から、1の数が d+1個の U-PVの個数は、下記の (2-5)式より求めることができる。

W (d+ 1, u) = ϵ(d+ 1, u){W (d, u) +W (d+ 1, u− 1)}, (2− 5)

ただし、初期値は、W(1,0)=1, W(1,1)=0, W(d,u)=0 (u<0)である。

以上より、1の数が d+1個の U-PVの総数W(d+1)は、(2-5)式の結果の総和で求まる。

W (d+ 1) =
b∑

u=a

W (d+ 1, u), (2− 6)

ただし、a=0 および b= ⌊(d+ 1) · log(3)/log(2)− 1⌋ (⌊y⌋ は床関数である)。

(2) 「１の個数」別 J-PVの個数計算
つぎに、１の個数が d+1個の J-PVの個数を計算する。
J-PVの個数は、2.2.1の J-PVと U-PV生成のアルゴリズム 2から得られる。１の個数が d+1個の J-PVは、１
の個数が d個の U-PVに１を付け加え、そのあとに収束条件を満足するまで０を付け加えれば J-PVが得られる。
したがって、１の個数 d+1の J-PVの個数 X(d+1)は、1の数が d個の U-PVの総数W(d)と同じになり、下記
の (2-7)式が成立する。

X(d+ 1) = W (d) (2− 7)

以上のことから、次の定理が成り立つ

【定理２】 1の数が d個の未収束のW(d)個のパリティベクトルから生成される、1の数が d+1個の未収束のパ
リティベクトルの個数 W(d+1)は (2-5)式と (2-6)式により、さらに just 収束のパリティベクトル の個数
X(d+1)は、(2-7)式により求めることができる。
（証明） 上記の説明どおりである。□

定理２より、1の個数別の J-PVと U-PVを計算すると Table 2-6のようになる。
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なお、１の個数が同じの有限/無限の長さの PVのうち、J-PVと U-PV以外の PVはすべて A-conv. の PVで
あることは明らかである。

Table 2-6 「１の個数」別の確定収束 PVと未収束 PVの個数集計表 or (Appendix 1)

「１の個数」別の個数計算のコンピュータ出力結果は、下記に示すリンクをクリックして確認できる。
[１の個数別集計データ] [1 ～ 100] [1 ～ 1000] [9000 ～ 10000] or (Appendix 2)

3 パリティベクトル利用によるコラッツ予想の考察
これまで説明してきたパリティベクトルに関する結果や後述するパリティベクトルの特徴等に基づき、我々がコン
ピュータ利用により獲得した実測データ、そのデータ分析のためのツールの開発、そしてデータ分析結果について
説明する。これらの成果物は、コラッツ予想解決の一助になるものと期待する。

3.1 パリティベクトルの図的表示とパリティベクトルの特性値の設定
以降の分析を行うために開発したパリティベクトル俯瞰図と PVの特性値を表すために導入した指標について説明
する。

3.1.1 パリティベクトル俯瞰図の役割
J-PV、U-PV、そして A-PVの軌跡を図的表示すると収束状況が視覚的に把握でき分かりやすくなる。そこで、下
記の (1)と (2)の機能をもつコンピュータプログラムを作成し、調査・分析作業のツールとして活用した。このパ
リティベクトルの挙動を表示した図を、PVの俯瞰図（Bird’s-eye view of the parity vector）と呼ぶことにする。
(1) 所与のパリティベクトル (PV)の軌跡を表示し、PVの先頭から１つずつ長さを増やした各部分 PVに対応す
るジェネレータ、ストッピングタイム (グライド、ｖ収束回数と同じ）、比率（ストッピングタイム /部分 PVの長
さ）などの特性値を算出し一覧表示する。
(2) 所与の正の整数 Nのコラッツ数列がストッピングタイム を持つならば、１に到達するまでの PVを生成し、
その PVの軌跡とストッピングタイムおよびトータルストッピングタイムを表示する。

[アルゴリズム３] PVの俯瞰図の骨格を作成し、有限の長さの任意のパリティベクトルを表示するアルゴリズム
は、つぎのとおりである。
（説明）PVの長さを k、PV中の１の数を dとしたとき、収束条件式 (1-2)に基づき、kと dと v収束回数（ス
トッピングタイム）との関係を算出した Table 1-2を参照して、俯瞰図の骨格を作成することができる。
1○ 縦軸を長さ k、横軸を 1の個数 dとする k-d座標セルテーブルを作成し、PVの長さごとに v収束する kと d

の対に対応する座標セル (k,d)に”0”を記載する。このセルを確定収束セル (JCセル)と呼ぶことにする。
2○ 各長さに対応するＪＣセルの繋がりを境界として、その右側の領域を「未収束 PV領域」と呼び、境界の左側の
領域を「収束済み PV領域」と呼ぶ。
3○ 任意の長さの PVをプロットする方法は次のとおりである。
まず、先頭の数字が”0”の場合は、座標セル (1,0)に”0”を設置する。先頭の数字が”1”の場合は、座標セル (1,1)

に”1”を設置する。
4○ 2桁目以降は、”0”の場合は、直下の座標セルに”0”を設置し、”1”の場合は右斜め下の座標セルに”1”を設置す
る。一般的には、k桁目の数が設置された座標が（k,d）とすると、k+1桁目の数は、”0”の場合は、直下の座標セ
ル (k+1,d)に”0”を設置し、”1”の場合は右斜め下の座標セル (k+1,d+1)に”1”を設置する。そして、最後の桁ま
で 4○を繰り返す。
5○ PVのすべての桁がプロットされた時、最後の数が JCセルで止まれば、その PVは即収束 PV(J-PV)である
ことを意味し、JCセルに到達していなければ未収束の PV（U-PV）であることを示す。さらに、JCセルを通り
越している PVは、すでに収束済みの PV(A-PV)になる。

Figure 1は (1)の例で、長さ 13の PV= 1111011100010を入力した軌跡図である。Figure 1の表中の左の欄の
kは PVの長さを示し、見出しの dの数字は、PV中の 1の数の累計数を示す。Figure 2は、PVの先頭からの長
さ別の部分 PVの特性値一覧である。

Figure 1 PV（パリティベクトル）の軌跡の図的表現（PV俯瞰図）) or (Appendix 1)
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Figure 2 PV（パリティベクトル)の長さ別属性値の例 or (Appendix 1)

Figure 3 に長さ 7の J-PVの 1101100（ジェネレータ=59）、長さ 11の U-PV11011111010（ジェネレータ
=27）、長さ 11の A-converged PV 11011010001（ジェネレータ=123）の軌跡を表示する。

Figure 3 確定収束 PV、未収束 PV、および既収束 PVの軌跡の事例 or (Appendix 1)

[デモンストレーション２] (1)のパリティベクトルの軌跡の図的表示と部分 PVの属性はProgram 2をクリッ
クして確認できる。このプログラムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウンロードできる。

Figure 4は (2)の例示である。

Figure 4 正の整数 Nの PV(パリティベクトル)の図的表現 or (Appendix 1)

[デモンストレーション 3] (2)の正の整数 Nのパリティベクトルの軌跡の図的表示はProgram 3をクリックし
て確認できる。このプログラムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウンロードできる。

3.1.2 PVの特性値「PVの収束度率 (PV Convergence Ratio)」の指標について
3.1.1のパリティベクトルの俯瞰図作成プログラムの機能説明 (1)で触れた、PVの特性値として次の 2つの指標
を設定する。
(1) ST収束度率（ストッピングタイムを利用）：ある整数 (ジェネレータ)の PVの長さとその PVのストッピン
グタイム（グライドあるいは v収束回数）の比率

ST収束度率 = ストッピングタイム / PVの長さ
(2) TST収束度率（トータルストッピングタイム利用）：ある整数 (ジェネレータ)の PVの長さとコラッツ数列が
１に到達するまでの回数（トータルストッピングタイムあるいは Delay）の比率

TST収束度率 = トータルストッピングタイム / PVの長さ
これらの比率は、ある長さの PVと、確定収束する PVの長さおよび１に収束するまでの PVの長さとを比較する
ものである。それぞれ元の PVの長さの何倍で収束するかを示す指標である。数値が大きければ大きいほど収束す
るまでの軌跡が長いことを意味する。これらの指標は、後続のデータ分析にて活用する。
以下に、ST収束度率と TST収束度率の例を示す。
（例）

1○ 長さ４の 1101(ジェネレータは 11)のストッピングタイムは 5でトータルストッピングタイムは 10、つまり確
定収束 PV(11010)の長さは 5である。したがって、ST収束度率=5/4＝ 1.25、TST収束度率=10/4＝ 2.5と
なる
2○ 長さ 5の 11011(ジェネレータは 27)のストッピングタイムは 59でトータルストッピングタイムは 70、つまり
確定収束 PVの長さは 59である。したがって、ST収束度率=59/5=11. 8、TST収束度率=70/5=14となる。
3○ 長さ 15の 111111111111111(ジェネレータは 32767)のストッピングタイムは 51でトータルストッピングタ
イムは 85、つまり確定収束 PVの長さは 51である。したがって、ST収束度率=51/15=3.4、TST収束度率
=85/15≈5.67となる
4○ 長さ 12の 110011101011(ジェネレータは 1491)のストッピングタイムは 4でトータルストッピングタイムは
60、つまり PVの長さは 12であるが、収束回数は 4の A-PVなので、ST収束度率=4/12 ≈ 0.333は 1未満、
TST収束度率=60/12= 5となる。
5○ 長さ 18の 110111111010101000(ジェネレータは 68891)のストッピングタイムは 18でトータルストッピング
タイムは 113、つまり長さが 18の確定収束 PVである。したがって、ST収束度率=18/18=1、で TST収束度率
=113/18≈6.28である。

以上の例から分かるように、ST収束度率が 1の PVは J-PVであり、1以上の PVは U-PV、そして、1未満の
PVは、A-PVである。なお、ST収束度率の大小は、PVの長さとは無関係である。
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3.2 パリティベクトルに関する各種の特性データとそれらの分析結果について
3.2.1 長さ別の J-PVと U-PVの個数計算の結果について
2.1.2節で長さ別の J-PVと U-PVの個数計算をし、Table 2-3 に長さ別の未収束率を掲載した。その率は、PV

の長さ kを無限に増加させていくと限りなく０に近づいていくことが確認できる。当然、対象とする PVの長さは
無限に大きくなるので、ある長さの PVグループの未収束率が決して０になることはない。
しかし、Riho Terras（文献 [1]）が証明したコラッツ y予想と同値の「N > 1のほとんどすべての整数Nは、有
限のストッピングタイム をもつ」（文献 [2]Terrasの定理参照）という事実を裏付ける実測データをいくつか示す
ことができる。

以下にそれらのデータを示し分析を試みる

[データ分析１] 剰余類 Nr = {25m+ r}別データの PV収束度率について
すべての N¿1の整数 Nは剰余 rによって分類される 32個の剰余類のある Nr = {25m+ r}(0 ≤ r < 25)に属す
る。それぞれの剰余類 Nr のストッピングタイムは、1.2節の Table 1-1で示したように、r=7,15,27,31以外のｒ
の場合は、５以下のストッピングタイムである。計算は省略するが、それらの剰余類の各整数をジェネレータとす
る PVの ST収束度率を求めるとすべて１未満となる。
つぎに、r=7,15,27,31の各剰余類別の整数に対応する PVの収束度率を求め、長さ別の最大 ST収束度率と最大
TST収束度率、およびそれぞれに対応する PV（ジェネレータ）をまとめると下記の Table 3-1のようになる。
(1≤ k ≤ 35)

Table 3-1 剰余類 Nr = {25m+ r} (r=7, 15, 27, 31)要素の ST収束度率 or (Appendix 1)

表中の太字の数は、各同一長さの r=7, 15, 27 ,31剰余類の中で最大の ST収束度率を示す。
r=7, 15, 27 ,31の剰余類別に、ST収束度率をプロットすると、Figure 5のようになる。

Figure 5 剰余類 Nr = {25m+ r} (r=7, 15, 27, 31)要素の St収束度率グラフ or (Appendix 1)

Figure 5で分かるように、長さが 1以上 35以下の範囲のデータであるが、r=7, 15, 27, 31 の 4つの剰余類の整
数はすべてストッピングタイムをもち、長さが 5以上から増加するにしたがってＳＴ収束度率は緩やかに増加して
いく傾向にある。

[データ分析 2] グライドに関する指標データについて
つぎに、コンピュータを利用して実測したグライド (ストッピングタイム)に関するグライドレコード (Glide

Record)と K-max-G(N)、そしてそれらのデータの ST収束度率をまとめたものを Table 3-2に、K-max-G(N)

の ST収束度率のグラフを Figure 6に示す。

グライドレコード (Glide Record)とは、Eric Roosendaal（文献 [2]）が定義した指標である。ある正の整数 Nの
グライドを G(N)と表すと、M < Nなるすべての整数Mに対して G(M) < G(N)が成立するとき、Nをグライ
ドレコードとよぶ。
例えば、整数 1と 2は明白なグライドレコードであるが、それ以外では、G(3)=4、G(7)=7、G(27)=59、
G(703)=81 の 3，7，27，703などが該当する。表中のグライドレコードのデータは Eric Roosendaalが複数の研
究者の実測データをまとめて編集したものでインターネットに公開されているものである。

K-max-G(N)は、グライドレコードより細かいデータでジェネレータ Nの区間 [2k, 2k+1 − 1] (k ≥ 0)ごとの整
数 Nのグライドを実測し、各区間ごとの最大のグライド を示したものである。2の 40乗以上は、欠測データであ
るが、一部の区間のデータはグライドレコードのデータを共有した。Table 3-2のグライドデータの意義は、長さ
kが 1～61の PVに対応するすべての整数値はすべて収束することを意味していること、特に、各区間
[2k, 2k+1 − 1](0 ≤ k ≤ 61)において k-Max-G(N)（グライドの最大値）の存在は、各区間に属する整数値はすべ
て収束する（有限のグライドを持っている）ことを示している。

Table 3-2 グライドレコード (Glide Record)と K-Max-G(N)の ST収束度率 or (Appendix 1)

さらに、Figure 6から各区間の K-max-G(N)の ST収束度率は、約 18以下で PVの長さが増加しても急激に大
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きく変化することはないと推測できるが理論的に保証することはできない。

Figure 6 K-Max-G(N)の ST収束度率グラフ or (Appendix 1)

3.2.2 「1の個数」別の J-PVと U-PVの個数計算の結果について
2.2節で「1の個数」が k個の U-PV から k+1個の J-PVと U-PV を生成してその個数計算を行った。その結果
からつぎのような事実が確認できた。
(1)「１の個数が d個」の U-PVのいくつか（すべてではない）は、同じ「１の個数が d個」グループ内の J-PV

に収束する。
(2) (2-7)式の X(d+1)= W(d)から「１の個数が d+1個」の J―PVの個数は、「１の個数が d個」の U-PVの
個数と同じ個数である。したがって、

n∑
d=1

(X(d+ 1)−W (d)) = 0 (2− 8)

が成立する。
上記のことを、Table 3-3の事例で説明する。

Table 3-3 「１の個数」別の確定収束 PVと未収束 PVの関係 or (Appendix 1)

表中の太線枠で囲んだ部分の PVは、下記の (A) と (B)である。
(A) 「1の数が 4個」の 3つの J-PV

1○ 1101100 (59), 2○ 1110100 (7), 3○ 1111000 (15)

(B) 「1の数が 4個」の長さが異なる U-PV

a○ 11011(27),110110(59), b○ 11101(7), 111010(7), c○ 1111(15),11110 (15), 111100 (15)

「１の数が 4個」の上述以外の PVはすべて A-PVである。
ちなみに a○ , b○ , c○の U-PVは、「1の数が 3個」の 3つの U-PV 1101,1110,111から生成された PVである。
ここで、 a○の U-PV 110110(59)は、０を付け加えることによって 1○の J-PV 1101100(59)になる。つまり、
ジェネレータの 59は収束する。しかし、 a○の U-PV 11011(27)は、「1の数が 4個」のグループの中では J-PV

にならない。同様に、 b○の２つの U-PVは?の J-PVになり、 c○の３つの U-PVは 3○の J-PVになる。すなわ
ち、この例では、「1の数が 4個」の U-PVの 7個のうち、6個は収束するが、1個は未収束である。加えて、表中
で分かるように「1の数が 5個」の J-PVの個数は 7個であり、「1の数が 4個」の U-PVの個数 7個と合致する。

結論として、「1の数が d個」のグループの U-PVは、そのすべてが同じグループ内で収束することは保証されな
いが、その個数と同じだけ、「1の数が d+1個」の PVグループ内で収束する J-PVが存在する。

つぎに、特徴あるデータの分析として、前述した PVの俯瞰図の未収束領域の上限の PVデータと下限の PVデー
タを取り上げる。
[データ分析 3] 未収束領域の上限の PV（ Upper limit PV data in 未収束領域）
未収束領域の上限の PVは、すべて 1の PVであるのでジェネレータは、2n − 1(n ≥ 1)で表すことができる。
2n − 1(n ≥ 5) の整数は、 N31 = {25m+ 31}に属する数である。
下記に、1 ≤ n ≤ 10000の値についての ST収束度率とそれらをプロットした Figure 7を掲載する。
2n − 1の PV の ST収束度率は、n ≥ 500では 3から 5以内で、フラットなグラフである。2n − 1 の整数は、す
べて有限のグライドをもつものと予想される。

Figure 7 俯瞰図上限 PVのジェネレータ=2n − 1(n: 1～10000)の ST収束度率グラフ or (Appendix 1)

さらに、補題 2で述べたように、指定されたストッピングタイム (グライド)を持つ整数 (ジェネレータ)を求める
方法として、収束しない領域の上限 PVを利用することが可能である。
ストッピングタイム= k の J-PV を求めるには、まず、上限 PV における連続する 1 の数を d とする。そして、
収束条件式 k > d · log(3)/log(2)、すなわち d < k · log(2)/log(3) を満たす最大の整数 d を求める。そうすると、
目的の J-PV は d 個の 1 とそれに続く (k-d) 個の 0 を持つことになる。
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たとえば、k=10 の場合、d=6 となるので、J-PVの候補は 1111110000 となる。この PV のジェネレータは
575 で、ストッピングタイムは 10 となる。ジェネレータは、補題 7に基づく逐次計算または 1.4節で説明した
ディオファントス方程式を解くことによって計算できる。

[デモンストレーション 4] 指定したストッピングタイム (グライド)を持つ整数 (ジェネレータ)は、Program 4
をクリックして求めることができる。このプログラムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウ
ンロードできる。

さらに、M = 2k − 1とおいたとき、kが奇数の場合（k=2n-1）と偶数 (k=2n)の場合の、2つのコラッツ数列に
はつぎのような関係が成り立つ。ただし、nは同一の整数とする。

【補題 10】 M1 = 22n−1 − 1,M2 = 22n − 1 とすると、M1 とM2 の 2つのコラッツ数列の要素が一致するもの
が存在する。
（証明） S0(M) = 2k − 1とおいたとき、コラッツ操作を k回繰り返すと Sk(M) = 3k − 1となる。
1○ S0(M1) = 22n−1 − 1 、(2n-1)回のコラッツ操作で S2n−1(M1) = 32n−1 − 1　となる。これは、偶数である
から (32n−1 − 1)/2 を変形すると
(32n−1 − 1)/2 = (3× 32(n−1) − 1)/2 = {2× 32(n−1) + (32(n−1) − 1)}/2 = 32(n−1) + (32(n−1) − 1)/2となり、
奇数＋偶数＝奇数　となる。したがって、
S2n(M1) = (32n−1 − 1)/2

S2n+1(M1) = {3× ((32n−1 − 1)/2) + 1}/2 = ((32n − 3)/2 + 1)/2 = (32n − 1)/4.

となる。
2○ 他方、S0(M2) = 22n − 1 は 2n回のコラッツ操作で S2n(M2) = 32n − 1。
S2n(M2) = 32n − 1 = (3n+ 1)(3n− 1) は 偶数 × 偶数となるので
S2n+1(M2) = (32n − 1)/2, S2n+2(M2) = (32n − 1)/4 となる。
1○と 2○より S2n+1(M1) = (32n − 1)/4 = S2n+2(M2) が成立し、M1 とM2 の 2つのコラッツ数列の要素が一致
するものが存在する。□

補題 10が成立することは、nが同一の整数の時、M1 = 22n−1 − 1が 1に収束すれば（トータルストッピングタイ
ムを持てば）、M2 = 22n − 1も 1に収束する（トータルストッピングタイムを持つ）。
また、M1 = 22n−1 − 1が、無限に 1に収束しなければ、M2 = 22n − 1も無限に 1に収束しないことになる。そ
れぞれの逆も成り立つことを意味する。

[データ分析 4] 未収束領域の下限の PV （Lower limit PV data of the 未収束領域）
まず、未収束領域の下限の PVはどのようなストリングになるかそのアルゴリズムを考える。

【アルゴリズム４】 未収束領域の下限の PVは次のようにして求めることができる

（説明）あらかじめ、Figure 1の PV俯瞰図が作成されていることを前提にし、その縦軸の「長さ (k)」と横軸の
「１の個数 (d)」のセルの座標を (k,d)と表記する。以下の説明中、PV俯瞰図の確定収束セル（数字が 0のセル）
は JCセルと略す。
未収束領域の下限の PVは、(1,0)の JCセルの右側のセル座標 (1,1)に１を設定することから始まる。
その後は、JCセルの座標が (k , d)のときはその右側のセル (k , d+1)に１を設置する。JCセルが無い長さ k+1

の行は、1が設定されているセル (k,d+1)の直下の セル (k+1,d+1)に 0を設置する。
この操作を続けることによって未収束領域の下限の PVを作成することができる。

[デモンストレーション 5] 未収束領域の下限の PVは、Program 5をクリックして作成できる。このプログラ
ムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウンロードできる。

その操作によって下限の PVの長さを 1000まで作成するとそのストリングは下記のとおりになる。

Lower Limit PV
1101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101101011011010110110101101101101011011
0101101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101011011011010110110101101101101011
0110101101101101011011010110110110101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101101
0110110101101101101011011010110110101101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101
1010110110101101101011011011010110110101101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101
1010110110110101101101011011011010110110101101101101011011010110110101101101101011011010110110110101
1011010110110110101101101011011011010110110101101101011011011010110110101101101101011011010110110110
1011011010110110110101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101101011011010110110
1101011011010110110101101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101101011011010110
1101011011011010110110101101101101011011010110110110101101101011011011010110110101101101011011011010
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【補題 11】 未収束領域の下限の PVの長さが 5以上の k桁 (k ≥ 5) の PVの各ジェネレータは, 25m+ 27 の整
数である。
(証明) この PVの 5以上の長さの各ジェネレータは、先頭の 5けたのストリングは 11011であるので、そのジェ
ネレータは 27、その後は 1または 0を付け加えて、長さが 1増えていくのでそれらのジェネレータは、25m+ 27

で表すことができる。したがって、下限の PVの先頭から長さ k(≥ 5)桁以上の各 PVのジェネレータは、
{25m+ 27}(m ≥ 0)に属することがわかる。□

このデータ分析では、10,000桁の長さの PVを生成して、ST収束度率を計算し、それらをプロットした図を
Figure 8に示す。
下限の PVの ST収束度率は、ほとんどが 2倍以内で、長さが 10以上のグラフはフラットである。

Figure 8 俯瞰図下限 PVの (1～10000)の ST収束度率グラフ or (Appendix 1)

ちなみに、下限の PVの任意の位置の 1を 0に替えると、その位置までの長さ（例えば k）の PVは収束しストッ
ピングタイム = kとなることがわかる。したがって、ストッピングタイムが kの Just PVを求めるときは、下限
の PVの先頭から k桁目の 1を 0に替えれば良い。

[デモンストレーション 6] 補題 2に記載した「指定したストッピングタイム (グライド)をもつ整数を求める」に
は、上述の「下限の PVによる方法」が利用できる。その具体的な手続きは、Program 6をクリックして確認
できる。このプログラムのソーステキスト（PHP,Python)は Appendix 2からダウンロードできる。

4 結論
前述した 3.1節のパリティベクトルの俯瞰図を眺めて、「すべての PVが収束する（ストッピングタイムを持つ）」
という命題が、肯定的に成立すると予想できる根拠となる実測データの分析結果をまとめる。
以下、俯瞰図の縦軸の PVの長さ（ｋ）の観点から眺めた場合と、俯瞰図の横軸の「PV中の 1の個数 (d)」の観点
から眺めた場合の 2つに分けて考察する。

(1) PVの長さ (k)の観点からの考察
kの値が小から大に向かって（縦軸の上から下に向かって）、同じ長さのすべての PV（対応するジェネレータ）は
有限のグライドをもつものと予想できる。その根拠は Table 2-3に示すように、同じ長さの PVの総数と U-PV

の個数の比率である「E：未収束比率」は、長さが増えていくにつれて、限りなく０に近づいていく。

例えば、長さが 10000の PV（ジェネレータで表すと 1～210000）の場合、未収束率は 2.394397e− 156となり、
極小の率である。しかし、長さ k → ∞としても、未収束率は 0になることはない。その理由は、長さが kの未収
束 PV（ジェネレータ=N）に１をつけ加えた長さ k+1の PVは、必然的に未収束 PV(ジェネレータは Nか
N+2k)になるからである。したがって、必要な調査は、同じ長さの未収束 PVがすべて収束するとすればいつ収
束するかがわかると良い。その点については、数学的・論理的な証明はできていないが、上述したデータ分析によ
り「長さが kの未収束 PV（ジェネレータ=N）はすべて長さが k + p(0 < p < ∞) の PV（ジェネレータ=N）で
収束する」ということが推測できることである。

1○ [データ分析１]の整数 N = 25m+ rの r=7, 15, 27, 31 の 4つの剰余類の長さ別 PVの最大 ST収束度率の実
測データから「4つの剰余類のすべては、長さの増加に伴い最大 ST収束度率は有限の大きさで緩やかに増加して
いく」傾向が確認できる。

2○ [データ分析 2] のグライドレコードおよび K-Max-G(N)の指標データの分析から、長さが kの未収束 PVは、
長さが k + p(0 < p < ∞、k+pは、長さ kに属する PVのグライドレコード または k-Max-G(N)である）の
PVグループですべて収束することを示している。

3○ [データ分析３] の PV俯瞰図の未収束領域の上限の PV = 111111 · · · (ジェネレータは 2k − 1, 0 < k)は、
Figure 7でわかるようにその ST収束度率は、k ≥ 500のとき 3以上 5以下の値であると推測できる。したがっ
て、2k − 1の整数は、すべて有限のグライドをもつものと予想される。
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4○ [データ分析４] の未収束領域の下限の PVの場合、長さが 10以上の PVの ST収束度率は、2以下である。下
限の PVの部分 PVに対応するジェネレータは、すべて有限のグライドをもつものと予想される。

(2) 「1の個数 d」の PVの観点からの考察
ｄの値が小から大に向かって（横軸の左から右に向かって）、その「1の個数」が同じ PVは、すべて収束していく
状況が見られる。その根拠は、3.2.2の J-PVと U-PVの個数計算から得られた、「1の個数が d個」の U-PVの
個数は、「1の個数が d+1個」の J-PVの個数と同じ個数である。そして、「1の個数が d+1個」の J-PVは、「1

の個数が d+1個」の U-PVに 0をいくつか付け加えたものである。このことは、dの数が有限個の U-PVは、す
べて収束することを示唆する。しかしながら、無限に発散する U-PVが存在するならば、この事実は成立しないこ
とを付け加えたい。

以上、Collattz予想が肯定的に成立する証明はできなかったが、コラッツ予想が成立するであろうという裏付けの
データは示すことができたと確信する。
我々の研究成果が、パリティベクトルを利用してコラッツ予想を解決することを目指す研究者にとって役立つ情報
であることを期待する。
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コラッツ予想：パリティベクトル解析から導かれる命題
Collatz Conjecture: Propositions derived from Parity Vector Analysis

APPENDIX 1

(図表：Tables and Figures)

Table 1-1 剰余類Nr = {25m+ r}要素のストッピングタイム

Table 1-2 PVの長さ k、１の個数 d(j)および v収束回数の間の関係

18



Table 1-3 収束条件式による PV(パリティベクトル)の
収束状況調査例

Table 1-4 「長さ」別の確定収束 (J-converged)PVと
未収束 (Un converged)PV例
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Table 2-1 「長さ」別の未収束 PVリスト（一部抜粋）

Table 2-2 「長さ」別の確定収束 PVリスト（一部抜粋）

Table 2-3「長さ」別の確定収束 PV,既収束 PV,未収束 PVの個数集計表
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Table 2-4 「１の個数」別の未収束 PVリスト

Table 2-5 「１の個数」別の確定収束 PVリスト

Table 2-6 「１の個数」別の確定収束 PVと未収束 PVの個数集計表
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Figure 1 PV（パリティベクトル）の軌跡の図的表現（PV俯瞰図）

Figure 2（パリティベクトル)の長さ別属性値の例

Figure 3 確定収束 PV、未収束 PV、および既収束 PVの軌跡の事例
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Figure 4 正の整数 Nの PV(パリティベクトル)の図的表現

Table 3-1 剰余類 Nr = {25m+ r} (r=7, 15, 27, 31)要素の
ST収束度率
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Figure 5 剰余類 Nr = {25m+ r} (r=7, 15, 27, 31)要素の
ST収束度率グラフ

Table 3-2 グライドレコード（Glide Record)と K-Max-G(N)の ST

収束度率
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Figure 6 K-Max-G(N)の ST収束度率グラフ

Table 3-3 「１の個数」別の確定収束 PVと未収束 PVの関係

25



Figure 7 俯瞰図上限 PVのジェネレータ=2n − 1(n: 1～10000)の ST

収束度率グラフ

Figure 8 俯瞰図下限 PVの (1～10000)の ST収束度率グラフ
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APPENDIX 2
(コンピュータプログラムとデータ)

下記のコンピュータプログラムは論文中にリンクが貼られているデモンストレーショ
ンプログラムのソーステキストである。
使用したいプログラムをダウンロードし、コンピュータ環境に合わせて変更できます。

表 1 プログラムリスト
PHP(∗1) 言語 Python(∗2) 言語

Program 1 program1.html program1py.html

program1.php program1.py

Program 2 program2.php program2.py

Program 3 program3.php program3.py

Program 4 program4.html program4py.html

Program4.php program4.py

Program 5 program5.html program5py.html

Program5.php program5.py

Program 6 program6.html program6py.html

Program6.php program6.py

ViewOfBird.html ViewOfBird.html is Program 2 と Program 3 で利用される

(∗1) PHP はオープンソースのサーバ側で動作するコンパイル不要のプログラム言語である。
(∗2) Python はサーバ側で動作するコンパイル不要のプログラム言語であり、 Python Software Foundation の
商標である。

下記のデータは、論文中でリンクが貼られているテキストデータである。

表 2 PVの個数計算の結果リスト
少数データ 普通サイズのデータ 多数のデータ

長さによる集計結果 1 ∼ 100 1 ∼ 1000 9000 ∼ 10000

１の個数による集計結果 1 ∼ 100 1 ∼ 1000 9000 ∼ 10000
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表 1のデモンストレーションプログラムは、以下のコンピュータ環境で開発され運用
されている。

表 3 コンピュータ環境 (要約)
(1) コンピュータ Windowsパーソナルコンピュータ
(2) OS Windows 10(∗1)

(3) サーバシステム Xampp v3.3.0 (∗2)for Windows

(4) 言語 PHP 8 and Python 3

(5) 高精度整数計算 GMP function (PHP)

calculations mpmath (Python)

(∗1) Windows は米国Microsoft Corporation の商標である。
(∗2) XAMPP は Apache Friends によって開発された無償のオープンソースのWeb サーバプラットフォームである。
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ていただいた GitHubに感謝します。
GitHubは、米国 GitHub, Inc.が運営するソフトウェア開発プラット
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